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SUR UN THE´ORE`ME DE CASTELNUOVO
JE´RE´MY BLANC, IVAN PAN1 et THIERRY VUST
Re´sume´. Nous poursuivons l’e´tude faite par G. Castelnuovo en 1892 au su-
jet du groupe des transformations birationnelles du plan complexe qui fixent
points par points une courbe de genre > 1 ; nous nous servons comme lui des
syste`mes line´aires adjoints de la courbe fixe.
Nous de´montrons que ces groupes sont abe´liens, et qu’ils sont soit finis,
d’ordre 2 ou 3, soit conjugue´s a` un sous-groupe du groupe de de Jonquie`res.
Nous montrons e´galement que ces re´sultats ne se ge´ne´ralisent pas aux courbes
de genre ≤ 1.
Mots-cle´s. transformations de Cremona, transformations birationnelles, courbes
fixes, courbes de genre supe´rieur, syste`mes line´aires adjoints, transformations
de de Jonquie`res.
Abstract.We continue the study of G. Castelnuovo on the group of birational
transformation of the complex plane that fix each point of a curve of genus
> 1 ; we use adjoint linear system of the curve as Castelnuovo does.
We prove that these groups are abelian, and that these are either finite, of
order 2 or 3, or conjuguate to a subgroup of the de Jonquie`res group. We show
also that these results do not generalise to curves of genus ≤ 1.
Keywords. Cremona transformations, birational transformations, fixed curves,
curves of big genus, adjoint linear system, de Jonquie`res transformations.
Mathematical subject classification. 14E07, 14J26, 14H50.
1. Introduction
On de´signe par P2 = P2
C
le plan projectif sur le corps C des nombres com-
plexes ; une transformation de Cremona de P2 est une application birationnelle
P2 //___ P2 et on dit qu’une telle transformation est de de Jonquie`res si elle
pre´serve un pinceau de droites. L’ensemble des transformations de Cremona forme
un groupe, appele´ groupe de Cremona.
L’origine de ce travail est l’envie de comprendre le tre`s beau the´ore`me de G.
Castelnuovo [Cas] :
Se una transformazione Cremoniana fra due piani sovrapposti muta in se` stesso
ciascun punto di una curva irreduttibile C di genere superiore ad 1, la transforma-
zione o e` riduttibile al tipo Jonquie`res, oppure e` ciclica di 2◦, 3◦ o 4◦ grado2.
Il affirme en particulier : une transformation de Cremona d’ordre infini qui fixe
points par points une courbe irre´ductible de genre (ge´ome´trique) > 1 est conjugue´e
1Partiellement soutenu par le CNPq-Brasil et la Section de Mathe´matiques de l’Universite´ de
Gene`ve
2Traduction litte´rale : Si une transformation Cremonienne entre deux plans superpose´s envoie
sur eux-meˆmes chaque point d’une courbe irre´ductible C de genre supe´rieur a` 1, la transformation
ou bien est re´ductible au type Jonquie`res, ou alors est cyclique du 2◦, 3◦ ou 4◦ degre´.
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a` une transformation de de Jonquie`res. C’est ce re´sultat qui est peut-eˆtre le plus
inte´ressant puisque on n’a que peu de prise sur les transformations d’ordre infini.
Dans cette note nous de´montrons une version un peu plus pre´cise du the´ore`me
de Castelnuovo :
The´ore`me 1.1. Soit F : P2 //___ P2 une transformation de Cremona diffe´rente
de l’identite´ qui fixe points par points une courbe irre´ductible de genre > 1. Alors
F est conjugue´e a` une transformation de de Jonquie`res ou bien F est d’ordre 2 ou
3. De plus, dans le premier cas, si F est d’ordre fini, c’est une involution.
Rappelons les exemples suivants.
Exemples 1.2. ([Hud], [God], [Coo], [SeRo], [BaBe], [dFe], [Bla])
a) Les involutions de Geiser fixent une courbe non hyperelliptique de genre 3.
b) Les involutions de Bertini fixent une courbe non hyperelliptique de genre 4 a`
mode`le lisse sur un coˆne quadratique.
c) Les involutions de de Jonquie`res fixent une courbe hyperelliptique.
Exemple 1.3. ([dFe], [DoIs], [Bla]). Dans l’espace projectif a` poids P(3, 1, 1, 2) conside´rons
une surface lisse S d’e´quation w2 = z3 + F6(x, y) ou` F6 est homoge`ne de degre´ 6 :
c’est un type particulier de surfaces de Del Pezzo de degre´ 1. La restriction de
(w : x : y : z) 7→ (w : x : y : ωz), ou` ω 6= 1 est une racine cubique de l’unite´,
de´finit un automorphisme de S d’ordre 3 dont l’ensemble des points fixes contient
une courbe irre´ductible de genre 2.
Voici encore un autre type d’exemple.
Exemple 1.4. Soit h ∈ C[x] un polynoˆme de degre´ 2g + 2 sans racines multiples.
Notons Jh le tore de PGL(2,C(x)) image du sous-groupe
Th :=
{( a1 ha2
a2 a1
)
: ai ∈ C(x), a
2
1 − ha
2
2 6= 0
}
de GL(2,C(x)).
Alors, pour tout A ∈ Th, en de´signant par a l’image de A dans Jh, l’application
rationnelle Fa : C
2 //___ C2 de´finie par
(x, y) 7→
(
x,
a1y + ha2
a2y + a1
)
est de de Jonquie`res et laisse fixe la courbe hyperelliptique C d’e´quation (y2 =
h(x)). Lorsque a1 = 0, on retrouve l’exemple 1.2c).
On observe que Th est isomorphe au groupe multiplicatif C(C)
∗ du corps C(C)
des fonctions rationnelles sur C et donc que Jh est isomorphe a` C(C)
∗/C(x)∗.
En fait, les exemples 1.2, 1.3 et 1.4 de´crivent tous les types de transformations
e´tudie´es par Castelnuovo, et ceci meˆme lorsqu’on e´tend la recherche a` des sous-
groupes du groupe de Cremona, comme l’e´nonce le the´ore`me 1.5 ci-dessous.
Si p ∈ P2, on de´signe par Jonp(P
2) le groupe des transformations de de Jonquie`res
en p, c’est-a`-dire celles qui stabilisent le pinceau des droites par p. E´videmment, si
q ∈ P2, le groupe Jonq(P
2) est conjugue´ a` Jonp(P
2) dans le groupe de Cremona ;
pour alle´ger on e´crira Jon(P2).
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The´ore`me 1.5. Soit M 6= {id} un sous-groupe du groupe de Cremona de P2 ;
supposons qu’il existe une courbe irre´ductible C de genre > 1 qui est laisse´e fixe
points par points par tous les e´le´ments de M . Alors M est cyclique d’ordre 2 ou
3 engendre´ par l’une des transformations des exemples 1.2, 1.3, ou bien M est
conjugue´ a` un sous-groupe de Jh (exemple 1.4) ; en particulier si M est infini, C
est hyperelliptique et M est abe´lien conjugue´ a` un sous-groupe de Jon(P2).
Notre de´marche suit exactement celle de Castelnuovo qui consiste a` montrer
qu’il existe un pinceau de courbes rationnelles ou elliptiques qui est laisse´ fixe par
la transformation F dans l’e´nonce´ du the´ore`me 1.1 (resp. par toute µ ∈M dans 1.5).
Ce pinceau est obtenu en construisant les syste`mes line´aires adjoints successifs de
la courbe de points fixes de F . Cette me´thode est e´galement de´crite dans les livres
de L. Godeaux [God, chap. VIII, §2] et de J. L. Coolidge [Coo, Book IV, chap. VII,
§3, Thm. 14].
LorsqueM est fini, l’existence de ce pinceau se de´montre aussi avec des me´thodes
plus modernes. En effet, pour commencer on observe qu’il existe une surface ra-
tionnelle lisse S et une application birationnelle ϕ : S //___ P2 telle que ϕ−1µϕ
est un automorphisme bire´gulier de S, ceci pour tout µ ∈ M ([dFE], [DoIs]). On
peut donc supposer que M est un sous-groupe d’automorphismes de S et de plus
qu’on se trouve dans l’une des situations suivantes ([Isk], [DoIs]) :
1) il existe un fibre´ en coniques π : S → P1 et un homomorphisme
M → Aut(P1), µ 7→ µ
tel que π ◦ µ = µ ◦ π ;
2) S est une surface de Del Pezzo.
Dans le premier cas, puisque M fixe une courbe C de genre ≥ 1, on a µ = id
pour tout µ ∈M : autrement dit M fixe un pinceau de courbes rationnelles.
Dans le second cas, conside´rons l’application rationnelle anticanonique
γ : S //___ | −KS|
∨
qui est e´quivariante. Puisque aucun e´le´ment du syste`me anticanonique ne peut
contenir C (voir lemme 2.16), la courbe γ(C) engendre | −KS |
∨ et par conse´quent
M ope`re trivialement au but, d’ou` l’existence d’un pinceau de courbes elliptiques
laisse´ fixe par M .
Par contre, siM est infini, la me´thode des “adjoints successifs” reste d’actualite´.
Finalement, nous de´montrerons a` la dernie`re section (Proposition 4.1) que les
the´ore`mes 1.1 et 1.5 ne se ge´ne´ralisent pas aux courbes rationnelles ou elliptiques
(de genre 0 ou 1).
2. Syste`me adjoint
On adoptera la convention suivante : toutes les surfaces conside´re´es sont tacite-
ment suppose´es projectives lisses, rationnelles et connexes.
Soit C une courbe irre´ductible contenue dans la surface X et π : Y → X une
re´solution plonge´e des singularite´s de C ; notons C˜ la transforme´e stricte inverse de
C par π. Si h0(C˜+KY ) > 1, autrement dit si le syste`me line´aire |C˜+KY | n’est pas
vide ni re´duit a` un seul diviseur, on note Adj(C) le syste`me line´aire π∗|C˜+KY | prive´
de ses e´ventuelles composantes fixes : c’est le syste`me adjoint de C. Ce syste`me est
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inde´pendant de la re´solution choisie : soient en effet πi : Yi → X (i = 1, 2) deux
re´solutions de C ; Conside´rons alors un diagramme commutatif
Y
σ1
~~}}
}}
}}
}
σ2
  A
AA
AA
AA
Y1
π1
  A
AA
AA
AA
Y2
π2
~~}}
}}
}}
}
X
ou` σi (i = 1, 2) sont des morphismes birationnels, et notons C˜i, C˜ les transforme´es
strictes inverses de C par πi et πi ◦ σi respectivement. Soit maintenant Di ∈ |C˜i +
KYi | et supposons pour simplifier que σi est l’e´clatement d’un point Oi ; alors le
transforme´ total σ∗iDi de Di appartient a` |C˜ +miEi +KY − Ei| ou` Ei de´signe la
fibre exceptionnelle de σi et mi ∈ {0, 1} la multiplicite´ de C˜i en Oi ; par conse´quent
σ∗iDi+ (1−mi)Ei ∈ |C˜ +KY | et donc Di ∈ (σi)∗|C˜ +KY |. En de´composant σi en
une succession d’e´clatements, on de´montre ainsi que
(σi)∗|C˜ +KY | = |C˜i +KYi |
d’ou` re´sulte
(π1)∗|C˜1 +KY1 | = (π1σ1)∗|C˜ +KY |
= (π2σ2)∗|C˜ +KY |
= (π2)∗|C˜2 +KY2 |.
Insistons sur le fait que si h0(C˜ +KY ) ≤ 1, alors le syste`me line´aire adjoint de
C n’existe pas, par de´finition. En ge´ne´ral, lorsqu’on parlera de syste`me line´aire, il
est sous-entendu que celui-ci contient au moins un pinceau, c’est-a`-dire un syste`me
line´aire de dimension 1.
Proposition 2.1. Le syste`me adjoint Adj(C) existe si et seulement si g(C) > 1.
De plus, dans ce cas, l’intersection avec C induit un isomorphisme Adj(C) ≃ |KC |.
Ici g(C) de´signe le genre de la normalisation C˜ de C etKC l’image par π : C˜ → C
d’un diviseur canonique sur C˜.
De´monstration. Conside´rons la suite exacte
0 // OY (−C˜)
// OY // O eC
// 0
qui, apre`s tensorisation avec OY (C˜ +KY ) induit la suite exacte
· · · H0(Y,KY ) // H0(Y, C˜ +KY )
// H0(C˜,K eC)
// H1(Y,KY ) // · · ·
(pour simplifier les notations, dans les groupes de cohomologie nous identifions
les diviseurs a` leurs faisceaux associe´s). Puisque Y est rationnelle les deux termes
extreˆmes sont re´duits a` {0}, d’ou` le re´sultat. 
Exemple 2.2. Soit C ⊂ P2 une courbe irre´ductible de degre´ d, avec des singularite´s
p1, . . . , pℓ, de multiplicite´s m1, . . . ,mℓ ≥ 2 respectivement (ℓ ≥ 0). Supposons que
g(C) ≥ 2 ; observons qu’alors d est au moins e´gal a` 4.
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a) Si toutes les singularite´s p1, . . . , pℓ sont ordinaires, une re´solution plonge´e des
singularite´s de C est obtenue en prenant pour π : Y → P2 l’e´clatement de p1, . . . , pℓ
dans P2. Alors Adj(C) est le syste`me line´aire
π∗|(d− 3)L−
ℓ∑
i=1
(mi − 1)Ei|
prive´ de ses composantes fixes, ou` L de´signe l’image inverse par π d’une droite
ge´ne´rale et Ei est la courbe exceptionnelle au dessus de pi. C’est le syste`me line´aire
des courbes de degre´ d− 3 qui passent par pi avec multiplicite´ mi− 1 (i = 1, . . . , ℓ),
prive´ de ses composantes fixes.
b) Supposons que C posse`de des singularite´s non ordinaires. Toute re´solution
plonge´e π de C se factorise a` travers l’e´clatement de p1, . . . , pℓ dans P
2, mais elle
peut eˆtre diffe´rente de celui-ci. Ne´anmoins, si la re´solution est minimale, Adj(C)
est un syste`me line´aire de la forme
π∗
∣∣∣(d− 3)L− ℓ∑
i=1
(mi − 1)Ei −
∑
aijFij
∣∣∣
prive´ de ses composantes fixes, ou` Fij est un diviseur effectif contracte´ par π sur pi
et aij > 0.
Remarque 2.3. Comme il suit de l’exemple pre´ce´dent, lorsque C est une courbe
plane, le degre´ des e´le´ments de Adj(C) est ≤ deg(C)− 3.
Exemple 2.4. a) Soit C = Cg+2 ⊂ P
2 une courbe ge´ne´rale de degre´ g + 2 ≥ 2 avec
un point singulier ordinaire p de multiplicite´ g (donc g(C) = g). Si g ≤ 1 le syste`me
Adj(C) n’existe pas et si g ≥ 2, il est constitue´ de (g − 1) droites passant par p.
b) Si C ⊂ P2 est une sextique avec deux points triples ordinaires p et q, alors,
Adj(C) est obtenu a` partir du syste`me des cubiques avec point double en p et q en
suprimant la droite pq qui est une composante fixe : ainsi Adj(C) est le syste`me
line´aire des coniques passant par p et q.
c) Le syste`me line´aire D des cubiques planes passant par un ensemble I de 7
points en position ge´ne´rale de´finit une application rationnelle γ : P2 //___ P2 de
degre´ 2, l’involution correspondante σ e´tant une involution de Geiser. Conside´rons
l’e´clatement π : X → P2 de I : alors σ′ := π−1σπ est un automorphisme de X
(c.f. [BaBe]). Puisque le groupe des classes de diviseurs sur X invariants par σ′ est
engendre´ par KX , la courbe C des points fixes de σ est de degre´ 3d avec multiplicite´
d en les points de I. Par ailleurs, la restriction de γ a` un membre ge´ne´ral D de D
est un reveˆtement double D → P1 ramifie´ en 4 points puisque g(D) = 1. Ainsi
l’intersection libre de C et D est constitue´e de 4 points, d’ou` aussitoˆt d = 2 : la
courbe C des points fixes de l’involution de Geiser est donc une sextique avec points
doubles ordinaires en les 7 points de I et Adj(C) est le syste`me line´aire des cubiques
passant par I.
d) Le syste`me line´aire D des sextiques planes singulie`res sur un ensemble J de 8
points en position ge´ne´rale de´finit une application rationnelle γ : P2 //___ Q ⊆ P3
de degre´ 2, ou` Q est un coˆne quadratique, l’involution correspondante e´tant une
involution de Bertini σ. Comme ci-dessus on observe que la courbe des points fixes
de σ est de degre´ 3d avec multiplicite´ d sur J . La restriction de γ a` un membre
ge´ne´ral D de D est un reveˆtement double D → P1 ramifie´ en 6 points puisque
g(C) = 2 et par conse´quent d = 3 : la courbe C des points fixes de l’involution de
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Bertini est une nonique avec points triples en les 8 points de J et Adj(C) est le
syste`me line´aire des sextiques singulie`res sur J .
Soit ϕ : X1 //___ X2 une application birationnelle entre deux surfaces (lisses et
rationnelles). Si D ⊂ X1 est une courbe dont aucune composante n’est contracte´e
par ϕ, nous notons ϕ˜(D) la transforme´e stricte directe de D par ϕ, et, si H est un
syste`me line´aire sur X1 sans composante fixe, ϕ˜(H) de´signe le syste`me line´aire sur
X2 engendre´ par les ϕ˜(D) ou` D ∈ H est un e´le´ment ge´ne´ral de H. Par construction
ϕ˜(H) n’a pas de composantes fixes ; il s’appelle le transforme´ homalo¨ıdal de H par
ϕ. On peut aussi le de´finir via une re´solution de l’inde´termination de ϕ
Y
σ1
~~}}
}}
}}
}} σ2
  A
AA
AA
AA
A
X1
ϕ //_______ X2
(1)
ou` σ1, σ2 sont des morphismes birationnels : ϕ˜(H) est le syste`me line´aire (σ2)∗σ
∗
1H
prive´ de ses e´ventuelles composantes fixes.
La proprie´te´ fondamentale du syste`me adjoint est sa “covariance” relativement
aux transformations de Cremona ; elle joue un roˆle important dans la litte´rature
classique lors de l’e´tude de l’ope´ration du groupe de Cremona dans les syste`mes
line´aires de courbes planes ([God, chap. VIII], [Coo, Book IV, chap. VII], [ECh,
Libro quinto Cap.II]).
Proposition 2.5. Soient ϕ : X1 //___ X2 une application birationnelle entre
deux surfaces et X1 ⊇ C1 une courbe irre´ductible telle que g(C1) > 1. Alors
ϕ˜(Adj(C1)) = Adj(ϕ˜(C1)).
De´monstration. Conside´rons un triangle commutatif comme dans le diagramme
(1) ; sans perdre de ge´ne´ralite´, on peut supposer que σ1 re´soud les singularite´s de
C1 et donc que σ2 re´soud celles de ϕ˜(C1). (On observe que de l’hypothe`se g(C1) > 1
suit que ϕ˜(C1) est bien de´finie). Notons C˜ la transforme´e stricte inverse de C1 par
σ1 (ou de ϕ˜(C1) par σ2). Par de´finition, a` composantes fixes pre`s, on a
(σ1)∗|C˜ +KY | = Adj(C), (σ2)∗|C˜ +KY | = Adj(ϕ˜(C1)),
d’ou` suit l’assertion. 
Soit H un syste`me line´aire sur une surface X . Nous noterons αH : X //___ H
∨
l’application rationnelle associe´e a` H. Dans le cas ou` H = Adj(C) on e´crira αC au
lieu de αAdj(C).
Soit X ⊇ C une courbe irre´ductible avec g(C) > 1 ; d’apre`s la proposition 2.1
on a le diagramme commutatif
X
αC //_______ Adj(C)∨
C
O/
__???????? γC
;;v
v
v
v
v
ou` γC est “l’application canonique” de C, c’est-a`-dire que γC pre´ce´de´e de la nor-
malisation C˜ → C est le morphisme canonique de C˜
Le re´sultat suivant est une conse´quence directe de la proposition 2.5.
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Corollaire 2.6. Soient ϕ : X1 //___ X2 une application birationnelle entre deux
surfaces et X1 ⊇ C1 une courbe irre´ductible telle que g(C1) > 1 ; notons C2 =
ϕ˜(C1). Alors, il existe un isomorphisme φ : Adj(C1)
∨ → Adj(C2)
∨ qui rend com-
mutatif le diagramme suivant
X1
ϕ //__________
αC1








X2
αC2








C1
, 
::uuuuuuuuuu
22Z \ ] _ a b d
γC1
$$I
I
I
I
I C2
, 
::tttttttttt
γC2
$$I
I
I
I
I
Adj(C1)
∨
φ // Adj(C2)
∨.

On dit qu’un syste`me line´aire sur une surface X est re´ductible s’il est compose´
de diviseurs re´ductibles ; sinon, on dit qu’il est irre´ductible.
Proposition 2.7. Soit H un syste`me line´aire irre´ductible sur une surface X. Alors
Adj(H) ne de´pend pas du choix de H ge´ne´ral dans H.
De´monstration. En effet, apre`s un e´clatement convenable et une suppression e´ventuelle
de composantes fixes, on peut supposer que H est sans points-base ; dans ce cas les
membres ge´ne´raux de H sont lisses d’apre`s le the´ore`me de Bertini [Har, Chap. III,
Cor. 10.9]. 
Cette proposition permet de de´finir le syste`me adjoint Adj(H) d’un syste`me
line´aire irre´ductible H : il s’agit simplement de Adj(H) pour H ge´ne´ral dans H.
Le re´sultat ci-dessous suit imme´diatement de la proposition 2.5.
Corollaire 2.8. Soit M un groupe de transformations birationnelles de la surface
X et H un syste`me line´aire irre´ductible sur X. Si H est stable par M (c’est-a`-dire
µ˜(H) ∈ H pour tout H ge´ne´ral dans H et µ ∈ M), alors Adj(H) est aussi stable
par M . 
Dans la terminologie classique, on dit qu’un syste`me line´aire L sans composantes
fixes et re´ductible est compose´ avec un pinceau Lc : rappelons ce dont il s’agit.
Lemme 2.9. Soit L un syste`me line´aire sans composantes fixes et re´ductible. Alors
il existe un unique pinceau irre´ductible Lc tel que tout e´le´ment de L est compose´
d’une somme d’e´le´ments de Lc ; l’application αL associe´e a` L se factorise en
X
αLc //_______
αL
  @
@
@
@ (L
c)∨ ≃ P1
yyttt
tt
tt
tt
t
L∨
.
De´monstration. Quitte a` remplacer X par un e´clate´ convenable, on peut supposer
que αL est un morphisme. D’apre`s le the´ore`me de Bertini ([Iit, §7.9]), αL(X) est
une courbe.
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Conside´rons maintenant la factorisation de Stein de αL
X
β //
αL ##F
FF
FF
FF
F W
{{xx
xx
xx
xx
αL(X)
ou` W est une courbe normale (donc lisse) et les fibres de β sont connexes ([Iit,
§2.13 et 2.14]) et en ge´ne´ral lisses ([Iit, §7.9]). Puisque X est rationnelle, W est
isomorphe a` P1 de sorte que les fibres de β constituent le pinceau cherche´. 
Lemme 2.10. Soit H un syste`me line´aire irre´ductible sur la surface X. Alors tous
les membres de H sont connexes (c’est-a`-dire que leurs supports le sont).
De´monstration. Lorsque dim αH(X) = 2 le re´sultat est bien connu : voir [Laz,
Chap. I. §3.3].
Supposons donc que αH(X) soit une courbe : par irre´ductibilite´,H est un pinceau
et alors en utilisant la factorisation de Stein de αH, on voit que les fibres de αH,
c’est-a`-dire les e´le´ments de H, sont connexes. 
Soit H un syste`me line´aire irre´ductible sur X . On se propose de de´finir les ad-
joints successifs de H. Supposons donc que Adj(H) existe ; s’il est irre´ductible
on pose Adj(H)(1) = Adj(H) et sinon Adj(H)(1) = Adj(H)c. Ensuite on de´finit
Adj(H)(n) = Adj
(
Adj(H)(n−1)
)(1)
. Par construction les syste`mes line´aires Adj(H)(i)
sont irre´ductibles.
Proposition 2.11. Soit H un syste`me line´aire irre´ductible sur X. Il existe d ≥ 0
tel que Adj(H)(i) n’existe pas pour i > d.
De´monstration. Soit ϕ : X //___ P2 une application birationnelle. D’apre`s la pro-
position 2.5, en tenant compte du lemme 2.9, si Adj(H)(i) existe alors
ϕ˜(Adj(H)(i)) = Adj(ϕ˜(H))(i),
ce qui rame`ne au cas ou`X = P2. Mais nous savons (remarque 2.3) que deg Adj(H)(1) ≤
deg H− 3 lorsque X = P2, d’ou` aussitoˆt le re´sultat. 
Proposition 2.12. Soit M un groupe de transformations birationnelles de X. Sup-
posons qu’il existe une courbe irre´ductible C de genre > 1 telle que µ˜(C) = C pour
tout µ ∈M . Il existe alors un syste`me line´aire irre´ductible H sur X, stable par M
et tel que g(H) ≤ 1 pour tout H ge´ne´ral dans H.
De´monstration. Partant de C on construit la suite des adjoints Adj(C)(1), Adj(C)(2),
. . . dont le dernier convient d’apre`s la proposition 2.1. 
Exemples 2.13. a) Soit C ⊆ X une courbe hyperelliptique de genre > 1 constitue´e
de points fixes d’un automorphisme σ qui est une involution de de Jonquie`res. On
sait que la paire (X,C) est birationnellement e´quivalente a` (P2, Cg+2), ou` Cg+2 est
une courbe irre´ductible de degre´ g+ 2 avec un point singulier ordinaire g-uple (c.f.
[BaBe]). Par conse´quent Adj(C)(1) est un pinceau de courbes rationnelles.
Conside´rons maintenant le groupe MC des transformations birationnelles µ de
X telles que µ˜(C) = C : ce groupe stabilise le pinceau Adj(C)(1) et par conse´quent
est conjugue´ a` un sous-groupe de Jon(P2).
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On peut aussi raisonner directement : quitte a` effectuer une contraction, on peut
supposer que (X, σ) est minimale ; alors il existe un fibre´ en coniques r : X → P1
tel que r ◦ σ = r. De plus le sous-groupe des invariants de σ dans le groupe de
Picard de X est de rang 2 engendre´ par KX et la classe f d’une fibre de r ; on a
donc C ≡ aKX + bf avec a = −1 puisque C ·f = 2 et KX ·f = −2 ; par conse´quent
Adj(C)(1) = |f | et le pinceau cherche´ n’est rien d’autre que le pinceau associe´ a` r.
b) Conside´rons le syste`me bi-anticanonique | − 2KS| d’une surface de Del Pezzo
S de degre´ 1 : un membre ge´ne´ral D de ce syste`me est de genre 2 et donc est
hyperelliptique ; de plus Adj(| − 2KS|) = | −KS | est un pinceau de courbes dont
l’e´le´ment ge´ne´ral est de genre 1.
La the´orie des adjoints montre ici que la paire (X,C) de (a), lorsque g = 2, n’est
pas birationnellement e´quivalente a` la paire (S,D) de (b).
Remarque 2.14. Partant d’un syste`me line´aire sur X qui est stable par M , on a
la meˆme conclusion que dans la proposition 2.12. Dans la litte´rature classique, ce
re´sultat est la cle´ pour la classification des sous-groupes “continus” du groupe de
Cremona : voir [Coo, Book IV, chap. VIII], [ECh, Libro quinto, §22]. Mais cela
s’applique aussi aux groupes finis : si M est une sous-groupe fini d’automorphismes
de X , l’image re´ciproque par l’application canonique X → X/M d’un syste`me
line´aire ample, par exemple, est irre´ductible et stable par M . Avec la me´thode
des adjoints successifs, on montre que M stabilise un syste`me line´aire irre´ductible
dont les e´le´ments ge´ne´raux sont de genre ≤ 1 ; cette re´duction est semblable a` celle
a` laquelle on a fait allusion dans l’introduction et qui est issue de la the´orie des
contractions des rayons extremaux du coˆne NE(X) des courbes sur X (c.f. [KoMo,
§2.18]).
Soit ϕ : X //___ X une application birationnelle. Un point x ∈ X est un point
fixe de ϕ si ϕ est de´finie en x et ϕ(x) = x : on notera Fix(ϕ) l’adhe´rence dans X
de l’ensemble des points fixes par ϕ.
On dit qu’une application rationnelle p : X //___ P1 est une fibration ration-
nelle (resp. elliptique) si la fibre ge´ne´rale de p est une courbe rationnelle (resp.
elliptique)
Le re´sultat suivant constitue la premie`re e´tape de la preuve du the´ore`me de
Castelnuovo.
Corollaire 2.15. Soit M un groupe de transformations birationnelles de la surface
X. Supposons qu’il existe une courbe irre´ductible C de genre > 1 telle que C ⊂
Fix(µ) pour tout µ ∈ M . Il existe alors une fibration rationnelle ou elliptique p :
X //___ P1 telle que p ◦ µ = p pour tout µ ∈M .
De´monstration. Conside´rons un syste`me line´aire H comme dans la proposition et
l’application rationnelle αH : X //___ H
∨ correspondante qui est e´quivariante. En
utilisant le lemme ci-dessous, on observe que αH(C) engendre H
∨ puisque aucun
e´le´ment de H ne peut contenir C qui est de genre > 1 par hypothe`se. Maintenant,
comme C est fixe, le groupe M ope`re trivialement au but, d’ou` l’assertion. 
Lemme 2.16. Soient H un syste`me line´aire irre´ductible sur X et C une courbe
irre´ductible contenue dans le support d’un e´le´ment de H. Alors le genre d’un e´le´ment
ge´ne´ral de H est ≥ g(C).
10 - SUR UN THE´ORE`ME DE CASTELNUOVO
De´monstration. Quitte a` effectuer des e´clatements, on peut supposer que H est
sans points-base et que C est lisse ; en particulier un e´le´ment ge´ne´ral H de H est
aussi lisse. De la suite exacte
0 // O(C +KX) // O(H +KX)
il suit que dim |C + KX | ≤ dim |H + KX | ; de plus, la restriction de ces deux
syste`mes line´aires a` C et H respectivement, de´finissent les se´ries canoniques de ces
deux courbes, d’ou` l’assertion. 
Exemple 2.17. Conside´rons l’involution de Bertini (exemple 2.4d) dont la courbe
C des points fixes est une nonique avec points triples situe´s sur un ensemble J de
8 points en position ge´ne´rale. Ici le pinceau cherche´ est Adj(C)(2) qui est constitue´
des cubiques passant par J .
3. Preuve du the´ore`me de Castelnuovo
Soit F une transformation birationnelle de P2 qui n’est pas l’identite´. Supposons
que Fix(F ) contienne une courbe C de genre > 1. On sait qu’il existe une fibration
rationnelle ou elliptique p : P2 //___ P1 telle que F ◦ p = p (corollaire 2.15). Soit
σ : X → P2 un morphisme birationnel tel que q := p ◦ σ est un morphisme ; posons
G := σ−1Fσ.
Si p est rationnelle, d’apre`s le the´ore`me de Noether-Enriques ([Bea, Thm. III.4])
il existe un ouvert U ⊆ P1 tel que
q−1(U)
∼ //
q
##F
FF
FF
FF
FF
U × P1
pr1
||xx
xx
xx
xx
x
U
d’ou` suit que F est conjugue´e a` une transformation de de Jonquie`res. Comme la
courbe C n’est pas rationnelle et F 6= id, on en de´duit que la restriction de G a`
l’une des fibres ge´ne´rales de q fixe exactement deux points : il s’ensuit que q pre´sente
C comme reveˆtement a` deux feuilles de P1, et donc que C est hyperelliptique. De
plus, il existe a ∈ PGL(2,C(x)) tel que F s’exprime dans des coordonne´es affines
convenables par
Fa : (x, y)
 //___
(
x,
a11(x)y + a12(x)
a21(x)y + a22(x)
)
;
ici A = (aij(x)) repre´sente a.
Si (y2 = h(x)) est l’e´quation affine de C, on ve´rifie directement que Fa fixe C si
et seulement si A =
(
a1 ha2
a2 a1
)
.
Le lemme suivant ache`ve de de´montrer le the´ore`me lorsque la fibration est ra-
tionnelle.
Lemme 3.1. Si a (ou Fa) est d’ordre fini et si Fa fixe une courbe de genre > 0,
alors a (ou Fa) est une involution.
De´monstration. On observe que la condition sur l’ensemble des points fixes de Fa
implique que A n’est pas diagonalisable et donc que le polynoˆme minimal mA de
A est irre´ductible dans C(x)[T ].
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Notons n l’ordre de a : il existe donc g ∈ C(x) tel que An = gI (I de´signe la
matrice identite´) et par suite on a (det A)n = g2.
Si n = 2d est pair, alors g = fd pour un e´le´ment f ∈ C(x). Maintenant mA
divise T 2d − g = T 2d − fd : on a donc mA = T
2 − ξf ou` ξ est une racine die`me de
l’unite´, c’est-a`-dire que a est d’ordre 2.
Si n est impair, g = fn pour un e´le´ment f ∈ C(x). En effet, choisissons deux
entiers u et v tels que nu+ 2v = 1 ; on a alors
g = gun(g2)v = (gu(det A)v)n.
Cette fois T n − g = T n − fn se de´compose dans C(x)[T ] ce qui n’est pas possible
puisque mA est irre´ductible et divise T
n − g. 
Supposons maintenant que p, et donc q, est elliptique. La restriction Gb de G
a` une fibre ge´ne´rale Xb de q est un automorphisme admettant au moins 2 points
fixes : en effet, la courbe de points fixes C e´tant de genre > 1 n’est pas contenue
dans une fibre de q et la restriction de q a` C n’est pas birationnelle. Dans ces
conditions, on sait que Gb est d’ordre fini e´gal a` 2, 3, 4 ou 6 : voir [Har, Chap. IV,
§4.7] ; il s’ensuit que G lui-meˆme est d’ordre 2, 3, 4 ou 6, ce qui permet de supposer,
si c’est plus confortable, que G est un automophisme de X .
L’existence de 2 points fixes dans Xb exclut l’ordre 6 : d’apre`s [Har, Chap. IV,
§4.20.2], si G est d’ordre 6, alors Xb est isomorphe au quotient de C par Z[ω] ou`
ω = e2πi/3 et Gb est la multiplication par −ω ou −ω
2 qui n’a qu’un seul point fixe.
On observe par contre que l’ordre 3 n’est pas exclu.
Si l’ordre de G est 4, alors la fibre ge´ne´rale Xb est isomorphe au quotient de C
par Z[i], ou` i2 = −1, et Gb est la multiplication par ±i qui posse`de exactement 2
points fixes : voir [Har, Chap. IV, §4.20.1]. Ainsi la courbe de points fixes C est
hyperelliptique. On observe que C est aussi une courbe de points fixes de l’involution
G2, qui est donc de de Jonquie`res, de sorte qu’on se trouve dans la situation e´tudie´e
dans l’exemple 2.13a) : il existe une fibration rationnelle r qui est laisse´e stable par
G. Puisque g(C) > 1, la restriction de r a` C est surjective et alors G ◦ r = r
ce qui rame`ne au cas e´tudie´ plus haut ; ceci montre que G est d’ordre 2 . Cette
contradiction implique que l’ordre 4 n’est pas possible.
Conside´rons maintenant un groupe M de transformations de P2 dont tous les
e´le´ments fixent une meˆme courbe de genre > 1, comme dans le the´ore`me. On sait
alors que M fixe une fibration rationnelle ou elliptique. Dans le premier cas M est
conjugue´ a` un sous-groupe du groupe de de Jonquie`res. Dans le second cas, puisque
en ge´ne´ral le groupe des automorphismes d’une courbe elliptique fixant un point est
cyclique d’ordre 2,4 ou 6, le groupe M lui-meˆme est cyclique ; l’analyse pre´ce´dente
montre alors que seuls les ordres 2 et 3 sont possibles. Les pre´cisions concernant
la classe de conjugaison de M dans le groupe de Cremona de P2 suivent alors de
[BaBe], [dFe] ou [Bla].
4. Remarques finales
Dans cette dernie`re section, nous de´montrerons le re´sultat suivant, qui prouve
que les the´ore`mes 1.1 et 1.5 ne se ge´ne´ralisent pas aux courbes rationnelles ou
elliptiques (de genre 0 ou 1).
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Proposition 4.1. Soit C une courbe plane qui est l’image d’une droite ou d’une
cubique lisse par une transformation birationnelle de P2. Le groupe des transforma-
tions de Cremona qui fixent points par points la courbe C n’est ni d’ordre fini, ni
abe´lien, ni conjugue´ a` un sous-groupe de Jon(P2).
Remarque 4.2. Ce groupe a e´te´ introduit dans [Giz] sous le nom de ”groupe d’inertie
de C”.
Remarque 4.3. L’hypothe`se de l’e´nonce´ impose une restriction sur la courbe : en
effet, il existe des courbes rationnelles planes qui ne sont pas l’image d’une droite par
une transformation de Cremona, par exemple une sextique avec 10 points doubles
(voir [Coo], Book IV, chap. II, §2 ou [KuMu]) ; de meˆme, une sextique avec 9 points
doubles est une courbe de genre 1 qui n’est pas l’image d’une cubique lisse par une
transformation de Cremona. Ceci peut eˆtre ve´rifie´ en observant que tout pinceau
de courbes rationnelles planes intersecte une sextique avec uniquement des points
doubles ordinaires en au minimum 4 points en dehors des points-base (voir le lemme
ci-dessous).
Lemme 4.4. Soit C une sextique plane qui n’a que des doubles ordinaires. Soit Λ
un pinceau de courbes rationnelles planes.
Alors, C intersecte une courbe ge´ne´rale de Λ en au minimum 4 points en dehors
des points-base.
De´monstration. Notons n le degre´ des courbes de Λ et m1, ...,mk les multiplicite´s
des points-base (qui peuvent eˆtre sur P2 ou infiniment proches). La condition de
rationalite´ et le fait que le syste`me soit un pinceau donnent respectivement
(n− 1)(n− 2)
2
−
k∑
i=1
mi(mi − 1)
2
= 0 (2)
(n+ 1)(n+ 2)
2
−
k∑
i=1
mi(mi + 1)
2
= 2. (3)
En soutrayant l’e´quation (2) a` l’e´quation (3), on obtient
3n−
k∑
i=1
mi = 2. (4)
.
En notant P1, ..., Pl les points doubles de C et respectivement n1, ..., nl les mul-
tiplicite´s du pinceau Λ en ces points (qui peuvent eˆtre 0 si les points ne sont pas des
points-base), la courbe C intersecte une courbe ge´ne´rale de Λ en 6n− 2
∑l
i=1 ni =
2(3n−
∑l
i=1 ni) points en dehors des points-base. Comme
∑l
i=1 ni ≤
∑k
i=1mi, le
re´sultat suit de l’e´quation (4). 
Citons quelques exemples :
Exemple 4.5. a) Soit G le groupe des transformations line´aires de P2 du type
(x : y : z) 7→ (ax : y + bx : z + cx),
ou` a, b, c ∈ C, a 6= 0. On voit directement que G fixe (points par points) la droite
L de P2 d’e´quation x = 0 (en fait, tout automorphisme line´aire de P2 qui fixe
L appartient a` G) et que G n’est ni fini ni abe´lien. Comme G est un groupe de
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transformations line´aires et comme ses seuls points fixes sont sur la droite L, les
pinceaux de droites invariants par G sont constitue´s des droites passant par un
point de L. En d’autres termes, G est un sous-groupe de Jonp(P
2) si et seulement
si p ∈ L.
b) Notons de plus H le groupe des transformations birationnelles du plan (ex-
prime´es en coordonne´es affines dans l’ouvert z = 1) du type
(x, y) 99K
( x
α(y)x+ β(y)
, y
)
,
ou` α(y), β(y) ∈ C(y) sont des fonctions rationnelles et β 6= 0. On observe a` nouveau
que H fixe la droite L (d’e´quation affine x = 0) et que H n’est ni fini ni abe´lien.
On voit que H laisse invariant le pinceau des droites de P2 passant par le point
(1 : 0 : 0) (d’e´quations affines y = a, a ∈ C), mais qu’aucun des autres pinceaux de
droites du plan n’est invariant par H . En d’autres termes, H est un sous-groupe de
Jonp(P
2) si et seulement si p est le point (1 : 0 : 0) /∈ L.
c) Il suit des observations pre´ce´dentes que le groupe engendre´ par G et H fixe
points par points la droite L ; qu’il n’est ni fini, ni abe´lien et qu’il n’est pas un
sous-groupe de Jonp(P
2), quel que soit le point p ∈ P2. On peut e´galement observer
que l’intersection des groupes G et H est triviale.
Exemple 4.6. Soit C une courbe cubique plane lisse. Pour tout point p de C ; notons
σp l’involution de centre p qui fixe C de´finie comme suit : siD est une droite ge´ne´rale
passant par p, on a σp(D) = D et la restriction de σp a` D est l’involution de points
fixes (D ∩C)\{p}.
Si p et p′ sont deux points distincts en position ge´ne´rale de C, remarquons que
le groupe engendre´ par σp et σp′ est un groupe infini non abe´lien. En effet, les
restrictions de σp et σp′ a` la droite passant par p et p
′ sont deux involutions avec
un unique point fixe en commun et leur restriction a` cette droite engendre un tel
groupe.
Prouvons maintenant, graˆce a` ces deux exemples, la proposition 4.1. A` l’aide
d’une transformation de Cremona, on se rame`ne au cas ou` C est une droite ou
une cubique lisse. Notons MC le groupe des transformations de Cremona qui fixent
points par points la courbe C. Les exemples 4.5 et 4.6 montrent que MC n’est ni
fini ni abe´lien.
Supposons maintenant queMC est conjugue´ a` un sous-groupe de Jon(P
2), ce qui
implique que MC laisse invariant un pinceau de courbes rationnelles Λ. On note
Base(Λ) l’ensemble des points-base de ce pinceau. De meˆme qu’a` la section 3, on
observe que C est rationnelle : sinon elle coupe une courbe ge´ne´rale de Λ en au
moins 2 points en dehors de Base(Λ) ; comme le groupe des automorphismes de P1
qui fixent 2 points est abe´lien, cette situation ne se pre´sente pas. On suppose alors
que C est la droite d’e´quation x = 0.
On observe que le groupe G des transformations line´aires qui fixent C (voir
exemple 4.5) ope`re dans Base(Λ) ; puisque les points de C sont les seules orbites
finies de G, les points-base de Λ appartiennent a` C ou lui sont infiniment proches.
Pour tous µ, ν ∈ C, non tous deux nuls, l’application rationnelle
ϕµ,ν : (x : y : z) 99K (−x(µy + νz) : y(x+ µy + νz) : z(x+ µy + νz))
est une involution quadratique qui fixe points par points la droite C. Son syste`me
line´aire associe´ Φ est l’ensemble des coniques de P2 passant par les points (1 : 0 : 0)
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et (0 : ν : −µ) et qui sont tangentes en ce dernier point a` la droite d’e´quation
x+ µy + νz = 0.
En choissisant µ et ν de telle sorte que le point (0 : ν : −µ) ne soit pas un
point-base de Λ, l’intersection de Λ et Φ en dehors des points-base est 2n, ou` n est
le degre´ des courbes de Λ. L’involution ϕµ,ν envoie donc les courbes de Λ sur des
courbes de degre´ 2n, ce qui prouve que Λ n’est pas invariant par ϕµ,ν et donc que
MC n’est pas birationnellement conjugue´ a` un sous-groupe de Jon(P
2).
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